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1 Grofie Abweichungen

Lemma 1:
Seien X1, ..., X, paarweise unabhéingige Zufallsvariablen mit
1
prob[X; = 1] = probX; = —1] = B (it=1,...,n)

und S, := X; + ...+ X,,. Dann gilt fiir jedes A > 0:

—)\2
prob[S,, > A] < exp (—) :
2n

Beweis:
Da E[X;] = prob[X; = 1] -1+ prob[X; = —1] - (-1) = -1+ 1. (1) und
exp(at) fiir alle @ > 0 streng monoton steigt, ist

Elexp(aX;)] = % ~exp(a-1) + % ~exp(a - (—1))

= 1 - (exp(a) + exp(—a))

2
= cosh(a).
Durch Potenzreihenentwicklung erhélt man
B L)
COS [0 — = = ex -
“— (2n)! = 2" nl “—~ nl P2
und somit )
Elexp(aX;)] = cosh(a) < exp (%) . (1)
Weiter ist
Elexp(aS,,)] bes, E [exp (a . 21: XZ>] i E [1_11 exp(oin)]
o2

. Elexp(aX;)] s ﬁexp <?) (2)

X, unabh, =
a?\" n-ao?
=exp|—=— | =ex .
P\ 72 P\ 2
Es gilt also

prob[S,, > A] = prob[exp(aS,) > exp(aA)] < Elexp(aS,)] - exp(—al)
Tschernoff

n-a? n-a?
é) exp ( 5 ) -exp(—a) s, P ( 5 a)\) )




Wiéhlt man o := % > (), ergibt sich

—)\2
prob[S, > A] < exp (—) .
2n

Bemerkung:
Lemma 1 148t sich wie folgt verallgemeinern:
Seien Y7,...,Y, paarweise verschiedene Zufallsvariablen mit

problY; =1] =p;, problY;=—-1]=1—-p; (i=1,...,n),
X, =Y, —p; (izl,...,n),p::plﬁ‘zﬂundX::Xl—i—...—l—Xn.

Dann gelten

(i) prob[X > a] < exp (%"2>

2pn

(ii) prob[X < —a] < exp <_a2>

—a? a®
(ili) prob[X > a] < exp (2Tn + W)
(Dies sei hier ohne Beweis angegeben.)

Definition:

Sei A C 29 eine beliebige Familie endlicher Mengen iiber der Grundmenge
Q. Dann heiit x : Q@ — {41, —1} eine Zweifirbung von §.

Sei x(A) := > x(a) fiir A € A. Definiere dann die Diskrepanz wie folgt:

a€A

dise(x) := max|x(4)|

disc(A) := min disc(x).
X
Dabei ist disc(A) < k gleichbedeutend damit, dafl es eine Zweifarbung x von
Q2 gibt mit |x(A)| < k fiir alle A € A.

Satz 2:
Wenn |A| = Q] = n gilt, dann ist

disc(A) < +/2n In(2n).

Beweis:
Wenn y zuféllig gewéhlt wird und r := |A] ist, geniigt x(A) der Verteilung
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S, (wie in Lemma 1 definiert). Da fiir alle A C Q |A| < || = n gilt, ist
nach Lemma 1

prob[|x(A4)] > A\] < 2-exp (_2—7);2> .

Deswegen ist

—)\?
prob[disc(x) > A] < Z prob|[|x(A)| > A\] < 2n -exp (—) =1
AcA 2n

mit Wahl von A := /2n In(2n). Also ist prob[disc(x) < A] > 0 und damit
existiert ein x mit disc(x) < A. q.e.d.

Korollar: (zu Satz 2)
Seien u; € IR" mit ||uj|l <1 (j =1,...,n). Dann gibt es ¢; € {—1,+1}
derart, daB fiir u 1= cqus + ... + €,u, gilt: ||ullo < 4/2n In(2n).

Beweis:
Sei A C Q; bezeichne die Elemente von 2 mit 1,...,n und die Mengen mit
Ay, ..., A,. Die Matrix A enthalte zeilenweise die charakteristischen Vekto-

ren der A;. Betrachte die Spalten von A jetzt als die u;.

Eine Zweifarbung x : Q@ — {+1,—1} von £ bestimmt jetzt die Belegung
der ¢; = x(j) und umgekehrt. Analog entspricht disc(A;) der i-ten Koordi-
nate und disc(y) der co-Norm von w.

Also 148t sich eine leichte Modifikation (wegen a;; € [—1,+1]) des Beweises
von Satz 2 anwenden. q.e.d.

Bemerkung:
Jetzt haben wir einen probabilistischen Beweis dafiir, dafl solche ¢; existie-
ren. Wie aber konnen wir sie bestimmen ?

Algorithmus I:
Probiere sémtliche 2" Méglichkeiten, die €; zu setzen, durch.

Bemerkung:
Natiirlich hat dieser Algorithmus eine nicht akzeptable exponentielle Lauf-
zeit. Es bietet sich auch eine randomisierte Methode an.

Algorithmus II:
Setze die ¢; zufallig gleichverteilt auf -1 oder +1.



Bemerkung:

Randomisierte Algorithmen produzieren i.a. nur im FErwartungswert gute
Losungen. Wir wollen aber eine garantierte, deterministische Losung haben.
Deshalb werden wir im folgenden Algorithmus II mit einer Standardtechnik
derandomisieren. Diese ist auch auf andere Algorithmen anwendbar, die mit
,Miinzwurf* arbeiten.

Alle n-Tupel (e1,...,6,), & € {—1,+1} seien gleichwahrscheinlich. Ferner
seien Ay, ..., A, schlechte Eigenschaften mit > A; < 1. (In unserem Fall ist
i=1

n = m, und A; heiBlt: [u?| > X\, wobei u®® die i-te Komponente von u sei.
m

Gesucht sind jetzt €1,...,¢e,, so daB A A; erfiillt ist.
i=1

Wir bestimmen die ¢; sukzessive. Seien €1, ...,€;_1 bereits gesetzt. Sei
VVZ‘ = ];)I'Ob[AZ | Ely-- ;Ej—l]-

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, da3 A; auftritt, wenn e1,...,¢;_1 so gesetzt
und die restlichen e, noch zufillig gewahlt werden.

Durch Wahl von ¢; kann sich W; nun auf zwei Arten dndern. Setze dazu

I/I/vi+ = prob[Al | Elyenn 7€j*1; €j = —|—1]
W= = pI'Ob[AZ | Elyen- ,Ej_l; Sj = —1]

(2

Es gilt W; = 5 - (W;" + W,7). Seien jetzt
Wt .— Z Wi, el . — Z I/I/i+’ walt— . — Z VV;.
=1 =1 =1
Es gﬂt Walt — % . (Walt—i- + Walt_).

Algorithmus III:
Wenn Walt= < Walt+ "setze €; := —1, sonst g; := +1.

Lemma 3:
Algorithmus IIT produziert eine Losung mit ||u||s < 1/2n In(2n).

Beweis:
Nach obiger Bemerkung reicht zu zeigen, daff nach Wahl der €4, . .., ¢, geméf
Algorithmus IIT A A; erfiillt ist.

=1



Nach der Wahl von ¢; sei
Wwhet .= Z pI'Ob[AZ | €1y---,&5-1, Ej]
i=1

und daher

Wneu — min{WalH', Walt—} S X (Wa1t+ + Walt—) — Walt,

1
2
d. h. die W-Werte fallen monoton.

Wenn Winitial by pfinal den W-Wert vor der Wahl von &, bzw. nach der
Wahl von ¢,, bezeichnet, gilt also Winal < Jy/initial s nach Voraussetzung

Winitial — $™ hrob[A;] < 1, ist Winal < 1. Da zu diesem Zeitpunkt aber alle ¢
i=1

gesetzt sind, ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ein A; aufgetreten ist, entweder

0 oder 1, also 0. Daher ist A\ A; erfiillt. q.e.d.

=1
Bemerkung:
Algorithmus IIT 1duft nicht unbedingt polynomiell, da die Berechnung der be-
dingten Wahrscheinlichkeiten fiir beliebige a;; € [—1, 41| zu komplex ist. Je-
doch léuft er polynomiell bei unserem Ausgangsproblem mit a;; € {—1,+1},
weil sich hier die bedingten Wahrscheinlichkeiten einfach durch entsprechen-
de Binomialkoeffizienten ausdriicken und daher schneller berechnen lassen.



2 Das Pusher-Chooser-Game

Betrachten wir nun ein Nullsummen-Spiel fiir zwei Spieler. Gespielt wird iiber
n Runden. Es geht darum, einen Punkt P € IR", der zu Beginn auf 0 gesetzt
ist, durch den Raum zu bewegen.

Dazu wéhlt der erste Spieler, genannt Pusher, einen beliebigen Vektor v €
IR" mit ||v|| < 1 aus. Der zweite Spieler, genannt Chooser, darf nun bestim-
men, ob P auf P+ v oder P — v gesetzt wird. Sei P das P nach der n-ten

Runde. Chooser bezahlt ||Pi!|| Einheiten. Sei val(n) der Wert des Spieles
fiir Pusher.

Lemma 4:
Das Pusher-Chooser-Game mit || - || := || - ||2 (euklidische Norm) ist 6de; der
Wert des Spieles betrigt val(n) = /n.

Beweis:

Pusher kann immer einen Vektor v orthogonal zu P bestimmen, so dafl Choo-
ser keine Wahl hat. Nach Pythagoras gilt: [|P™"||3 = ||P*||3 + ||v||3 und
daher val(n) = ||Pfiral||, = \/n. q.e.d.

Wir betrachten im folgenden das Pusher-Chooser-Game mit || - || := || - || -

Eine Strategie fiir Chooser

Satz 5:
val(n) < +/2n In(2n).

Beweis:
Sei a > 0 fest, aber zunéchst beliebig. Sei G(x) := cosh(ax). Dann ist fiir
jedes a € [—1, +1]

(G(zr+a)+G(x—a)) =G(x) - G(a) (3)

|~



Firz e R", z = (21,...,2,), sel G(z) := > G(x;).

=1
Fiir alle P € IR" und v € IR" mit ||[v]|s < 1 ergibt (3) iiber die Koordinaten
summiert

(67

(G(P+v)+ G(P —v)) <G(P)-exp <—2) :

N | —

2

Wihlt Chooser nun immer das Vorzeichen, bei dem der neue G(P)-Wert
minimiert wird, und bezeichnet P** bzw. P"™" den Wert von P vor bzw.
nach einem einzelnen Zug von Chooser, so ist

G(P™") = min{G(P™" 4+ v), G(P™ —v)}

<2 (GP™ 4 0) + (P — )
< G(P™) - exp (%) :

2

Da am Anfang des Spieles G(P) = G(0) = n ist, gilt G(Pinal) < n-exp ("‘—)

Da G(z) > cosh(al|z]|) > 3 - exp(a||z||s) fiir alle z, ist daher

% -exp(al| Pl ) < n-exp (%)

Wahlt man nun « := 4/ NHT(?"), ergibt sich

val(n) < ||P™||,, < v/2n In(2n).

q.e.d.
Bemerkung:
Die Berechnung von G(P) kann schnell erledigt werden. Deshalb erhélt man
hiermit auch einen besseren Algorithmus zum Bestimmen der ¢, ..., ¢, aus

Kapitel 1. Jede Zahl val(n) gibt dabei eine Schranke fiir || > ¢ju;||o an, die
J

mit einem (nicht mehr notwendigerweise schnellen) Algorithmus erreichbar
ist.



Eine Strategie fiir Pusher
Satz 6:
val(n) > vVnlnn- (1 —o(1)).

Zum Beweis von Satz 6 bendtigen wir noch einige Vorbereitungen.

Da Pusher auf Maximalitit bedacht ist, wéihle er o. B.d. A. nur Vektoren v
mit ganzzahligen Komponenten. Dadurch gilt immer P € ZZ".

Sortiere die Komponenten von P. Koordinaten mit gleichen Eintrégen bilden
eine Gruppe. Setze nun in jeder Gruppe die Halfte der Komponenten von v
auf 1, die andere Halfte auf -1. Ist die Anzahl der Elemente der Gruppe un-
gerade, setze eine Komponente von v aus dieser Gruppe 0.

Beispiel:
Ween P=10 0 O 0 O 1 1 1 1 2 2 2 3 4 4
setze v=|4+ + — — 0 + + — — 4+ — 0 0 4+ =

Wenn Pusher nach dieser Strategie vorgeht, hat Chooser keine Wahlmoglich-
keit mehr. Bis auf Permutation der Koordinaten ergibt sich

| Ptv=|-1 -1 1 1 02 2 00312 35 3]

Startet man mit P = 0 und berechnet mit diesem Vorgehen P so ergibt
|| Pinal|| - eine untere Schranke fiir val(n). Aber wie grof ist ||Pinal|| ?

Wir interessieren uns jetzt nur noch fiir die Verteilung der Koordinatenwerte
von P und fithren dazu folgende Schreibweise ein:

Zu P = (21,...,2,) € Z" definiere P : Z — IN, wobei P(x) die Anzahl
der i angibt mit z; = . Dabei wird P(0) unterstrichen.

Im obigen Beispiel wiire vor dem Zug P = 54312, danach P =2333301.
Die Transformation von P wéhrend eines Zuges sei 7.

Wir kénnen uns P als ein eindimensionales Feld vorstellen, bei dem P(x)
Chips auf Feld z liegen.

Die Strategie von Pusher (und damit die Transformation 7") kann dann wie
folgt beschrieben werden: Lege von jedem Feld die Halfte der Chips nach
links, die andere Hélfte nach rechts; bei ungerader Anzahl Chips lasse einen
Chip auf dem Feld liegen.



~

Definiere supp(P) := max{i|es liegen Chips auf i oder — i}, den Support
von P. Ferner bezeichne m genau die Situation, in der n Chips auf der 0
liegen. Dann gilt offenbar:

val(n) > supp(T"(n)).

Beispiel: Sei n = 20; dann sind die Werte von 7%(20)

1=0 20
=1 10 0 10
1=2 501005
=3

2071702

i=20(111113121311111

und somit val(20) > 7.

Sei a := supp(T™(m)). Wir versuchen nun, a mittels einer Approximation von
T durch einen linearen Operator S abzuschétzen. Wir betrachten dabei den
Raum € := {—a,...,a} U{oo}. (0o dient als Schranke.) Definiere dazu S auf
Q) wie folgt:

(S2)(i) 1= 5 - (eli = 1)+ (i + 1) (fil <a)
(Sz)(a) = % a—1)
(S2)(~a) = 5 - w(~a +1)

1 1
(Sz)(00) := x(00) + 3 z(a) + 3" z(—a).
S entspricht also im wesentlichen 7', nur daf§ auch der ungerade Chip geteilt

wird. S beschreibt einen zufilligen Spaziergang durch €.

Lemma 7:
(8" —=T™)(m)(o0) < 2a + 1.



Beweis:
n—1

(8" = T™)(@)(c0) = Y 5°(S = T)T" ' (m)(c0).

i=0
Hat T"~'~%(m) an Position j a;; Chips (—a < j < a), so bewirken S und
T auf gerader Anzahl Chips genau dasselbe; bei ungerader Anzahl wird ein

Chip von S geteilt, wéhrend ihn 7' liegenldft. u; bezeichne einen einzelnen
Chip an Position j. Dann gilt

(S =TT @) = Y Suj —uy,

JEA;

wobei A; die Menge der j sei mit ungeradem a;;. Es folgt

(5" =T")(m)(o0) = Z Z (87" = 8")(u;)(0)

weil fiir alle , j (S —5%)(u;)(o0) > 0 gilt. (Deshalb wurde co € Q) definiert.)
Damit ergibt sich

(5"~ T @) (o0) < 3 S — 5% (uy)(o0)

lil<a =0

=) (s )
ljl<a

<> (1-0) = 2a+1
ljl<a

q.e.d.
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Beweis: (von Satz 6)

Betrachte die asymptotische Entwicklung von a:

Es war a so gewéhlt, dal 7"(7m)(o0) = 0, und nach Lemma 7 ist
S™"(m)(00) < 2a + 1, so daB (wegen Linearitét)

S”(T)(oo) < 2a+1

(4)

n

gilt. Aber S"(1)(o0) ist die Wahrscheinlichkeit, auf dem zufélligen Spazier-
gang durch Q, angefangen bei 0, +(a + 1) zum Zeitpunkt n zu erreichen. Ist
jetzt a := K - y/n mit langsam gegen oo laufendem K, so ist diese Wahr-

scheinlichkeit exp <ﬁ)

Fiir jedes feste € > 0 gilt (4) bei Wahl von a := vn In n - (1 — ¢) nicht.
Somit ist
val(n) > vVnlnn- (1 —o(1)).

q.e.d.

11



